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Аннотация. Рассмотрена накопительно-потребительская модель
компании, которая занимается инвестированием, как в безрисковые,
так и в рисковые активы, и создаётся лишь на конкретный конеч-
ный срок. Величины выплат исков к компании пропорциональны
имеющемуся капиталу компании, учитывается также потребление
средств. Решается задача оптимального управления портфелем ин-
вестора и потреблением. Найдены оптимальные управления, при ко-
торых предложенный функционал качества принимает наибольшее
значение.
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1. Вступление
В работе рассмотрена одна модель накопительной системы с по-
треблением, которая занимается еще инвестированием, как в безри-
сковые, так и в рисковые активы, и обладает некоторыми функция-
ми “страхования”, а именно, в случайные моменты времени к ком-
пании может быть предъявлен “иск”, величина которого случайна
и определяется следующим образом: если управляющая величиной
“иска” неотрицательная случайная величина η принимает значение x,
0 < x 6 β < 1, а капитал компании на данный момент времени ξ(t),
то компания выплачивает по “иску” сумму xξ(t); если случайная ве-
личина η принимает значение x, β 6 x, то компания выплачивает
по “иску” сумму βξ(t). Таким образом, компания функционирует на
BS-рынке. Некоторые аспекты, связанные с изучением функциони-
рования страховой компании на BS-рынка в случае “классических”
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моделей, которые описывают эволюцию рискового актива, рассмо-
трены в [1]. Там же рассмотрены вопросы о вероятности разорения
страховой компании, как при вложении только в безрисковые активы,
так при смешанном вложении. В нашем случае учитывается потреб-
ление средств со скоростью 0 6 u1(t, ξ(t)). В качестве функционала
качества взят функционал Р. Мертона [2]
M
T∫
0
e−ρs [u1(s, ξ(s)]
γ ds, 0 < γ < 1
ρ > 0 — коэффициент непрерывного дисконтирования. Р. Мертон, ла-
уреат Нобелевской премии по экономике 1997 года, широко использо-
вал этот функционал в своих работах. Найдены оптимальные управ-
ления потреблением и портфелем активов, при которых функционал
качества принимает наибольшее значение.
2. Основная часть
Рассмотрим следующую модель накопления, потребления и “стра-
хования”, являющуюся компиляцией в некотором смысле динамиче-
ской модели “страхования” [3] и известной модели портфельного ана-
лиза Р. Мертона [2]. Как и в [2] будем предполагать, что цена риско-
вого актива (акции) S(t), 0 6 t 6 T описывается моделью П. Саму-
эльсона [4], т.е.
S(t) = S0 exp
{
µt−
σ2
2
t+ σW (t)
}
,
где W (t), 0 6 t 6 T — стандартный винеровский процесс, откуда
следует, что
dS(t) = S(t) [µdt+ σdW (t)] ,
а с точностью бесконечно малых высшего порядка имеем
S(t+∆t) ≈ S(t) [1 + µ∆t+ σ∆W (t)] .
Предположим, что в момент времени t капитал страховой компании
равен ξ(t), часть средств uξ(t), 0 6 u 6 1 выделяется на покупку
акций, оставшаяся часть средств (1 − u)ξ(t), 0 6 u 6 1 ложится
на банковский счёт под простую процентную ставку r > 0 (как и
в [2] мы будем считать, что µ > r). Будем также предполагать, что
в момент времени 0 6 t < T происходит потребление средств со
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скоростью 0 6 u1(t, ξ(t)), суммарные выплаты страховой компании
на промежутке времени от t до t+∆t описываются величиной
Z(t+∆t)∑
i=Z(t)+1
ξ(t)χ(ηi, β),
где ηi — случайные величины, управляющие величинами выплат ком-
пании, независимые положительные одинаково распределенные.
Пусть Mηi = a,
P (ηi < x) = F (x),
Z(t) — процесс Пуассона, со средним λt, независящий от последова-
тельности {ηi},
χ(α, β) =
{
α, 0 < α 6 β < 1,
β, α > β.
Таким образом, если к компании в момент времени t предъявлен “иск”
величины η, то компания выплачивает клиенту по “иску” величину
ηξ(t), если 0 < η 6 β < 1 и βξ(t), если η > β.
Пусть 0 6 u 6 1, класс ℜ допустимых скоростей потребления
u1(t, x) состоит из функций
ℜ =
{
u1(t, x) : u1(t, 0) ≡ 0, u1(t, x) > 0, (t, x) ∈ [0, T ]×R,
∣∣∣∂u1
∂x
(t, x)
∣∣∣ 6 c(t) < +∞ (t, x) ∈ [0, T )×R,
T∫
0
[c(t)]γ dt < +∞, 0 < γ < 1
}
.
В данной работе поставлена следующая задача: найти такие управ-
ления 0 6 u 6 1, u1(t, x) ∈ ℜ, которые максимизируют плату
M
T∫
0
e−ρs [u1(s, ξ(s)]
γ ds, 0 < γ < 1,
ρ > 0 — коэффициент непрерывного дисконтирования. Составим
уравнение, описывающее эволюцию капитала компании. В момент
времени t капитал компании равен ξ(t), часть средств uξ(t), 0 6 u 6 1
выделяется на покупку акций (остаток ложится на банковский счёт),
цена акции на этот момент равна S(t), стало быть на выделенную
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сумму мы купим uξ(t)
S(t) акций, каждая из которых к моменту времени
t+∆t будет стоить S(t+∆t), то есть весь пакет акций будет стоить
uξ(t)
S(t)
S(t+∆t) = uξ(t) [1 + µ∆t+ σ∆W (t)] ,
к моменту времени t+∆t на банковском счёте будет
(1− u)ξ(t)(1 + r∆t)
На промежутке времени от t до t+∆t потреблено средств страховой
компании
u1(t, ξ(t))∆t,
суммарные выплаты равны
Z(t+∆t)∑
i=Z(t)+1
ξ(t)χ(ηi, β).
В силу представления сложного пуассоновского процесса в виде сто-
хастического интеграла по пуассоновской мере [3, 5] имеем
z(t+∆t)∑
i=z(t)
ξ(t)χ(ηi, β) ≈
t+∆t∫
t
+∞∫
0
ξ(s)χ(α, β)ν (dα , ds).
Учитывая сказанное на момент времени t+∆t, будем иметь
ξ(t+∆t) = uξ(t)(1 + µ∆t) + σ(W (t+∆t)−W (t))
+ (1− u)ξ(t)(1 + r∆t)− u1(t, ξ(t))∆t
−
+∞∫
0
ξ(t)χ(α, β)(ν(dα, t+∆t)− ν(dα, t)).
Перейдем к дифференциалу, получим стохастическое дифференци-
альное уравнение
dξ (t) = uξ (t) (µdt+ σdW (t)) + (1− u) ξ (t) r dt
− u1 (t, ξ (t)) dt−
+∞∫
0
ξ (t)χ(α, β)ν (dα, dt). (2.1)
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Добавляя и вычитая математическое ожидание λ
∫ +∞
0 ξ(t)χ(α, β) ×
Fξ (dα) dt, получим стохастическое дифференциальное уравнение с
центрированной мерой Пуассона
dξ (t) = uξ (t) (µdt+ σdW (t)) + (1− u) ξ (t) rdt− u1 (t, ξ (t)) dt
− λξ(t)
+∞∫
0
χ(α, β)Fξ (dα) dt− ξ (t)
+∞∫
0
χ(α, β)ν˜ (dα, dt). (2.2)
Пусть
V (t, x) = max
06u61,
u1∈ℜ
M
T∫
t
e−ρs [u1(s, ξt,x(s))]
γ ds
цена управления функционалом Р. Мертона, капитал компании ξt,x(s)
в момент времени t стартует из точки x. Везде в дальнейшем счита-
ем, что x > 0 для любого 0 6 t < T . Действительно в силу условий,
наложенных на класс ℜ, ξt,x(s), t 6 s решение уравнения баланса
(2.2), стартующее в момент времени t из точки x > 0, остается поло-
жительным на всем промежутке времени 0 6 t 6 s < T , убедимся в
этом. Пусть ξc(t) решение уравнения
dξc(t) = ξc(t)
(
[uµ+ (1− u)r − c(t)]dt−
+∞∫
0
χ(α, β)ν(dα, dt)
)
+ uσξc(t) dW (t), ξc(0) = ξ0, 0 6 t < T. (2.3)
Нетрудно показать,что с вероятностью 1
ξ(t) > ξc(t), 0 6 t < T.
Действительно, пусть ζ(t) = ξ(t)− ξc(t), 0 6 t < T , тогда имеем
dζ(t) = ζ(t)
(
[uµ+ (1− u)r − c(t)] dt−
+∞∫
0
χ(α, β)ν (dα, dt)
)
+ (ξ(t)c(t)− u1(t, ξ(t)) dt+ uσς(t) dW (t),
ζ(0) = 0, 0 6 t < T. (2.4)
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Пусть [6, стр. 273]
ξc0(t) = exp
{
−
t∫
0
(
µu+ (1− u)r − c(τ)−
1
2
σ2u2
)
dτ
−
t∫
0
σu dW (τ)−
t∫
0
+∞∫
0
ln(1− χ(α, β))ν (dα, dτ)
}
,
тогда решение (2.4) имеет вид
ζ(t) = [ξc0(t)]
−1
t∫
0
(
ξ(τ)c(τ)− u1(τ, ξ(τ))
)
[ξc0(τ)] dτ > 0,
так как при 0 6 t < T с вероятностью 1
0 6 u1(t, ξ(t)) 6 c(t)ξ(t).
Таким образом, действительно ξ(t)>ξc(t), 06 t<T с вероятностью 1.
Выпишем решение уравнения (2.3) на отрезке 0 6 t 6 s < T, ξc(t) =
x > 0, оно будет иметь вид ([6, стр. 274]):
ξc(s) = [ξ
c
0(s)]
−1
(
x+
s∫
t
ξc0(τ) dτ
)
> 0,
откуда и следует, что с вероятностью 1 для 0 6 t < T, ξc(t) > 0.
Формально запишем уравнение Р. Беллмана [7]
− V ′t = max
06u61,
u1∈ℜ
{
1
2
u2x2σ2V ′′xx + V
′
x
(
x(µu+ (1− u)r)− u1
)
+
+∞∫
0
[V (t, x− xχ(α, β))− V (t, x)]λFξ (dα) + e
−ρtuγ1
}
или
− V
′
t =
{
1
2
u2x2σ2V ′′xx + V
′
x
(
(µu+ (1− u)r)− u1
)
+ λ
β∫
0
[V (x− αx, t)− V (x, t)]λF (dα)
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+ λ [V (x− βx, t)− V (x, t)] [1− F (β)] + e−ρt [u1]
γ
}
V (t, x)
∣∣
t=T = 0 (2.5)
Уравнение (2.5) связывает оптимальные управления u и u1 с V (t, x)—
платой на оптимальных управлениях.
Приступим к нахождению оптимальных управлений. Приравни-
вая производную от правой части (2.5) по u к нулю, имеем
0 = ux2σ2V
′′
xx + xV
′
x (µ− r) ,
откуда
u = −
V
′
x (µ− r)
xσ2V ′′xx
. (2.6)
Аналогичным образом приравнивая производную по u1 к нулю, име-
ем
u1 =
(V ′xeρ t
γ
) 1
γ−1
. (2.7)
Будем искать цену в виде
V (t, x) = xγg (t) , 0 < γ < 1.
Из (2.6), (2.7) имеем
u =
−γxγ−1 (µ− r) g (t)
xσ2γ (γ − 1)xγ−2g (t)
=
(µ− r)
σ2 (1− γ)
, (2.8)
u1(t, x) =
(γxγ−1g(t)eρ t
γ
) 1
γ−1
= xe
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 . (2.9)
Предположим, что
(µ− r)
σ2 (1− γ)
< 1,
тогда в качестве оптимального управления u¯ действительно можно
взять величину
u =
(µ− r)
σ2 (1− γ)
,
а в качестве скорости оптимального потребления u1(t, x) — функцию
u1(t, x) = xe
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 .
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Так как в этом случае
λ
β∫
0
[V (x− αx, t)− V (x, t)]λF (dα)
+ λ [V (x− βx, t)− V (x, t)] [1− F (β)]
= λ
β∫
0
V (x− αx, t)F (dα) + λV (x− βx, t) [1− F (β)]
− λV (x, t) = xγg(t)C(λ, β),
где
C(λ, β) = λ
β∫
0
(1− α)γF (dα) + λ(1− β)γ [1− F (β)]− λ,
то из (2.5) с учётом (2.8) и (2.9) получаем
− xγg′ (t) =
1
2
x2σ2
(µ− r)2
σ4 (1− γ)2
γ(γ − 1)xγ−2g (t)
+ γxxγ−1g (t)
[ (µ− r)2
σ2 (1− γ)
+ r
]
− γxγe
ρ t
γ−1 (g (t))
γ
γ−1
+ e−ρ txγe
ρ tγ
γ−1 (g (t))
γ
γ−1 + C(λ, β)g (t)xγ .
После сокращения на xγ получаем уравнение
−g′ (t) =
[ 1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
γ + rγ + C(λ, β)
]
g(t) + (1− γ) e
ρ t
γ−1 (g (t))
γ
γ−1
с условием на конце временного интервала
g(T ) = 0.
Сделаем замену [7] g (t) = h (t)1−γ e−ρ t ⇒ h (t) =
(
g (t) eρ t
) 1
1−γ , тогда
− (1− γ)h′ (t)h (t)−γ e−ρ t + h (t)1−γ ρe−ρ t
=
[ 1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
γ + rγ + C(λ, β)
]
h (t)1−γ e−ρ t
+ (1− γ) e
ρ t
γ−1h (t) e
−ρ tγ
γ−1 ,
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откуда
−h′ (t) =
[ 1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
γ + rγ + C(λ, β)− ρ
] h (t)
1− γ
+ 1,
h(T ) = 0.
(2.10)
Пусть
A =
[ 1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
γ + rγ + C(λ, β)− ρ
] 1
1− γ
,
тогда, решая обыкновенное линейное дифференциальное уравнение
(2.10), имеем
h (t) =
1
A
(
1− eAt
)
e−At + e−Ath0,
0 =
1
A
(
e−AT − 1
)
+ e−ATh0,
h0 = −
1
A
(
e−AT − 1
)
eAT =
−eAT + 1
A
,
h (t) =
1
A
(
e−At − 1
)
+ e−At
(
eAT − 1
)
A
=
1
A
[
eA(T−t) − 1
]
.
Таким образом,
g (t) =
( 1
A
[
eA(T−t) − 1
])1−γ
e−ρ t (2.11)
для любого t ∈ [0, T ], и цена управления равна
V (t, x) = xγg (t) = xγ
( 1
A
[
eA(T−t) − 1
])1−γ
e−ρ t (2.12)
при управлениях (2.8), (2.9).
Наши действия были бы законными, если бы функция V (t, x) —
цена управления функционалом Р. Мертона, имела соответствующие
производные V ′t , V
′
x, V
′′
xx . Хорошо известно как трудно проверить это
предположение a priori, и кроме того, можно указать примеры [8, §3],
в которых оно не выполняется. В настоящее время имеется [8] обход-
ной путь, позволяющий доказать, что в некоторых случаях функ-
ция цены является достаточно гладкой и удовлетворяет уравнению
Р. Беллмана. Он заключается в том, что сначала доказывается, что
уравнение Беллмана имеет достаточно гладкое решение, а потом, что
это решение и есть цена [7, стр. 222]. Проделаем эти выкладки для
нашего случая.
Б. В. Бондарев, А. В. Баев 175
Пусть
ψ(u, u1, x, t) =
1
2
u2x2σ2V ′′xx + V
′
x
(
x[uµ+ (1− u)r]− u1
)
+ λ
+∞∫
0
[V (t, x− xχ(α, β))− V (t, x)]λF (dα) + e−ρt[u1]
γ + V ′t ,
тогда форма
ψ′′uu + ψ
′′
uu1
+ ψ′′u1u1 = x
2σ2V ′′xx + γ(γ − 1)e
−ρt[u1]
γ−2
при
V (t, x) = xγg(t), u1(t, x) = xe
−ρt[g(t)]
1
γ−1
очевидно равна
ψ′′uu + ψ
′′
uu1
+ ψ′′u1u1 = γ(γ − 1)
[
x2σ2g(t) + xγ−2e
ρt
1−γ [g(t)]
2−γ
1−γ
]
< 0,
так как g(t) > 0 при 0 6 t < T , то есть функции
u =
µ− r
σ2(1− γ)
, u1(t, x) = xe
−ρt[g(t)]
1
γ−1
при V (t, x) = xγg(t) доставляют максимум выражению ψ(u, u1, x, t),
который к тому же равен нулю.
Рассмотрим решение уравнения (2.2) на любых других управле-
ниях 0 6 u 6 1, u1 ∈ ℜ . Воспользовавшись обобщенной формулой
Ито [6], имеем для функции V (t, x) при 0 6 t 6 s < T стохастический
дифференциал
dV (s, ξt,x(s)) = V
′
t (s, ξt,x(s)) ds+ V
′
x(s, ξt,x(s))[µu+ (1− u)r]ξt,x(s) ds
− V ′x(s, ξt,x(s))u1(s, ξt,x(s)) ds+
1
2
u2σ2ξ2t,x(s)V
′′
xx(s, ξt,x(s)) ds
+ uσξt,x(s) dW (s) + λ
[
V (s, ξt,x(s)(1− β))− V (s, ξt,x(s))
]
(1− F (β)) ds
+ λ
β∫
0
[
V (s, ξt,x(s)(1− α))− V (s, ξt,x(s))
]
F (dα) ds
+
+∞∫
0
[
V (s, ξt,x(s)(1− χ(α, β)))− V (s, ξt,x(s))
]
ν˜(dα, ds),
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откуда в силу того, что V (T, ξt,x(T )) = 0, V (s, ξt,x(s))
∣∣
s=t
= V (t, x),
имеем
−V (T, x) = M
T∫
t
ψ(u, u1, ξt,x(s), s) ds−M
T∫
t
e−ρs[u1(s, ξt,x(s))]
γ ds,
а в силу того, что ψ(u, u1, ξt,x(s), s) 6 0, имеем
V (t, x) >
T∫
t
e−ρs[u1(s, ξt,x(s))]
γ ds.
Заметим в силу условий, наложенных на управления класса ℜ, ин-
теграл в правой части последнего неравенства существует. Действи-
тельно
T∫
t
e−ρs[u1(s, ξt,x(s))]
γ ds 6
T∫
t
e−ρs[c(s)]γ(M(ξt,x(s))
γ ds < +∞,
так как при 0 6 t 6 s 6 T
Mξt,x(s) 6Mξt,x(s),
где ξt,x(s) решение линейного уравнения
dξt,x(s) = ξt,x(s)
(
[uµ+ (1− u)r] ds−
+∞∫
0
χ(α, β)ν(dα, ds)
)
,
ξt,x(s) |s=t = x,
откуда
dMξt,x(s) = Mξt,x(s)
(
[uµ+ (1− u)r] ds− λ
+∞∫
0
χ(α, β)F (dα) ds
)
,
ξt,x(s) |s=t = x
и
Mξt,x(s) = x exp
{
(s− t)
[
µu+ (1− u)r − λ
+∞∫
0
χ(α, β)F (dα)
]}
.
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С другой стороны очевидно, что при
u =
µ− r
σ2(1− γ)
, u1(t, x) = xe
−ρt[g(t)]
1
γ−1
для V (t, x) = xγg(t), где g(t) = ( 1
A
[eA(T−t) − 1])1−γe−ρt, имеем
ψ(u, u1, x, t) ≡ 0, откуда следует, что
max
06u61,
u1∈ℜ
M
T∫
t
e−ρs[u1(s, ξt,x(s)]
γ ds = V (t, x)
Выпишем решение уравнения (2.2) при оптимальных управлениях
u¯ =
(µ− r)
σ2 (1− γ)
< 1, u¯1(t, x) = xe
− 2ρt
1−γ
( 1
A
[
eA(T−t) − 1
])−1
.
На этих оптимальных управлениях уравнение (2.2) примет вид:
dξ(t) = ξ(t)
[ (µ− r)2
σ2(1− γ)
+ r − e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt
+
(µ− r)
σ2(1− γ)
ξ(t)σ dW (t)−
+∞∫
0
ξ(t)χ(α, β)ν˜ (dα, dt)
= ξ(t)
[ (µ− r)2
σ2(1− γ)
+ r − e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt
+
(µ− r)
σ2(1− γ)
ξ(t)σ dW (t)−
β∫
0
αξ(t)ν˜ (dα, dt)−
+∞∫
β
βξ(t)ν˜ (dα, dt)
= ξ(t)
[ (µ− r)2
σ2(1− γ)
+ r − e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt
+
(mu− r)
σ2(1− γ)
ξ(t)σ dW (t)− ξ(t)
[ β∫
0
αξν˜(dα, dt)−
+∞∫
β
βξν˜(dα, dt)
]
= ξ(t)
[ (µ− r)2
σ2(1− γ)
+ r − e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt
+
(µ− r)
σ2(1− γ)
ξ(t)σ dW (t)− ξ(t)
∫
χ(α, β)ν˜ (dα, dt).
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Применив обобщённую формулу Ито к функции ln ξ(t), имеем
d ln ξ(t) =
[ (µ− r)2
σ2 (1− γ)
+ r− e
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 −
1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)2
−C(λ, β)
]
dt
+
(µ− r)
σ2 (1− γ)
dW (t) +
+∞∫
0
[ln(1− χ(α, β))ξ(t)− ln ξ(t)]F (dα)λ dt
+λ
β∫
0
αF (dα)+λβ [1−F (β)]+
+∞∫
0
[ln(1−χ(α, β))ξ(t)−ln ξ(t)]ν˜(dα, dt)
или
d ln ξ(t) =
[
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
+ r − e
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 −
1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)2
− C(λ, β)
+ λ
β∫
0
(α+ ln(1− α))F (dα) + λ(β + ln(1− β)) [1− F (β)]
]
dt
+
(µ− r)
σ2 (1− γ)
dW (t) +
+∞∫
0
[ln(1− χ(α, β))]ν˜(dα, dt). (2.13)
Пусть
D1(µ, r, λ, β, σ) =
(µ− r)2
2σ2 (1− γ)
+ r −
1
2
C(λ, β)
+ λ
β∫
0
(α+ ln(1− α))F (dα) + λ(β + ln(1− β)) [1− F (β)] .
Из (2.13) следует, что капитал компании описывается случайным про-
цессом
ξ(t) = ξ0 exp
(
D1(µ, λ, β, σ)t−
t∫
0
e
ρτ
γ−1 g (τ)
1
γ−1 dτ
+
(µ− r)
σ2 (1− γ)
W (t) +
+∞∫
0
[ln(1− χ(α, β))]ν˜(dα, t)
)
.
Из последнего следует, что при положительном начальном капитале
ξ0 на протяжении времени 0 6 t < T капитал компании положителен,
то есть вопрос о вероятности разорения компании на промежутке
времени 0 6 t < T не имеет смысла. В частности следует,
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M {ξ(t)/ℑs0} = ξ(s)
+
t∫
s
M {ξ(τ)/ℑs0}
([ (µ− r)2
σ2 (1− γ)
+ r − C(λ, β)
]
− e
ρτ
γ−1 g (τ)
1
γ−1
)
dτ.
Нетрудно заметить, что
M {ξ(t)/ℑs0}
= ξ(s) exp
{ t∫
s
([ (µ− r)2
σ2 (1− γ)
+ r − C(λ, β)
]
− e
ρt
γ−1 g (τ)
1
γ−1
)
dτ
}
.
(2.14)
В силу того, что
t∫
s
e
ρτ
γ−1 g(τ)
1
γ−1 dτ = −A
t∫
s
(
eA(T−τ) − 1
)−1
dτ
= −A
eA(T−t)∫
eA(T−s)
−1
Ay(y − 1)
dy = −
eA(T−t)∫
eA(T−s)
1
y(1− y)
dy
= ln
1− eA(T−t)
eA(T−t)
− ln
1− eA(T−s)
eA(T−s)
= ln
(
1− eA(T−t)
)
eA(T−s)
eA(T−t)
(
1− eA(T−s)
)
= ln eA(t−s)
(
1− eA(T−t)
)(
1− eA(T−s)
) = A(t− s) + ln
(
1− eA(T−t)
)(
1− eA(T−s)
) ,
cледует, что показатель в экспоненте (2.14) при приближении t → T
стремится к минус бесконечности, то есть начиная с некоторого мо-
мента времени капитал компании начинает обладать супермартин-
гальным свойством [9], а в силу неотрицательности ξ(t) существует
с вероятностью 1 предел: limt→T ξ(t) = 0, то есть к концу срока T
капитал компании с вероятностью единица становится равным нулю.
Равенство предельного значения нулю следует из равенства нулю ма-
тематического ожидания неотрицательной величины ξ(T ).
Естественно возникает вопрос об оптимизации функционала ка-
чества по 0 6 β 6 1. Нетрудно убедиться в том, что максимальное
значение функционал качества принимает при β = 0. Действитель-
но, выражение в правой части уравнения Р. Беллмана, зависящее от
0 6 β 6 1, это
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C(λ, β) = λ
β∫
0
(1− α)γF (dα) + λ(1− β)γ [1− F (β)]− λ,
которое, как функция β принимает значение нуль при β = 1 и отри-
цательные значения при β > 1, последнее следует из того, что
C(λ, β) = λ
β∫
0
(1− α)γF (dα) + λ(1− β)γ [1− F (β)]− λ
= −λ [1− F (β)] (1− β)γ − γλ
β∫
0
(1−α)γ−1 [1− F (α)] dα
+ λ(1− β)γ [1− F (β)] = −γλ
β∫
0
(1−α)γ−1 [1− F (α)] dα,
C
′
(λ, β) = −λγ(1− β)γ−1 [1− F (β)] 6 0, C
′
(λ, β) = 0
при β = 1. Нетрудно заметить, что при переходе через точку β = 1
производная C
′
(λ, β) меняет знак с минуса на плюс, то есть в точке
β = 1 функция C(λ, β) имеет минимум. Теперь предположим, что
(µ− r)
σ2 (1− γ)
> 1,
тогда в качестве оптимального управления u¯ действительно можно
взять величину
u = 1, (2.15)
а в качестве скорости оптимального потребления u1(t, x) — функцию
u1(t, x) = xe
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 . (2.16)
Из (2.2) с учётом (2.15), (2.16) имеем
− V˜
′
t = max
06u61,
u1∈ℜ
{
1
2
x2σ2V˜
′′
xx + V˜
′
x(xµ− u1)
+ λ
β∫
0
[
V˜ (x− αx, t)− V˜ (x, t)
]
λF (dα)
+ λ
[
V˜ (x− βx, t)− V˜ (x, t)
]
[1− F (β)] + ℓ−ρt [u1]
γ
}
,
V˜ (t, x)
∣∣
t=T = 0,
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откуда получаем
− xγg′ (t) =
1
2
x2σ2γ(γ − 1)xγ−2g (t) + γxxγ−1g (t)µ
− γxγe
ρ t
γ−1 (g (t))
γ
γ−1 + e−ρ txγe
ρ tγ
γ−1 (g (t))
γ
γ−1 + C(λ, β)g (t)xγ .
После сокращения на xγ получаем уравнение
−g′ (t) =
[ 1
2
σ2γ(γ − 1) + µγ + C(λ, β)
]
g(t) + (1− γ) e
ρ t
γ−1 (g (t))
γ
γ−1
с условием на конце временного интервала
g(T ) = 0.
Сделаем замену [7]
g (t) = h (t)1−γ e−ρ t ⇒ h (t) =
(
g (t) eρ t
) 1
1−γ ,
тогда
− (1− γ)h′ (t)h (t)−γ e−ρ t + h (t)1−γ ρe−ρ t
=
[ 1
2
σ2γ(γ − 1) + µγ + γc+ C(λ, β)
]
h (t)1−γ e−ρ t
+ (1− γ) e
ρ t
γ−1h (t) e
−ρ tγ
γ−1 ,
откуда
−h′ (t) =
[ 1
2
σ2γ(γ − 1) + µγ + C(λ, β)− ρ
] h (t)
1− γ
+ 1
h(T ) = 0.
(2.17)
Пусть
A¯ =
[ 1
2
σ2γ(γ − 1) + µγ + C(λ, β)− ρ
] 1
1− γ
.
Решая обыкновенное линейное дифференциальное уравнение (2.17),
имеем
h (t) =
1
A¯
(
1− eA¯t
)
e−A¯t + e−A¯th0,
0 =
1
A¯
(
e−A¯T − 1
)
+ e−A¯Th0,
h0 = −
1
A¯
(
e−A¯T − 1
)
eA¯T =
−eA¯T + 1
A¯
,
h (t) =
1
A¯
(
e−A¯t − 1
)
+ e−A¯t
(
eA¯T − 1
)
A¯
=
1
A¯
[
eA¯(T−t) − 1
]
.
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Таким образом,
g (t) =
( 1
A¯
[
eA¯(T−t) − 1
])1−γ
e−ρ t,
цена управления
V˜ (t, x) = xγg (t) = xγ
( 1
A¯
[
eA¯(T−t) − 1
])1−γ
e−ρ t. (2.18)
Аналогично случаю
µ− r
σ2(1− γ)
< 1
при µ−r
σ2(1−γ)
>1, при 06 t<T показываем, что выражение ψ(u, u1, x, t)
для V˜ (t, x) = xγg(t) достигает максимума при
u = 1,
u1 = xe
ρt
γ−1 [g(t)]
1
γ−1
здесь уже g(t) =
(
1
A¯
[eA(T−t) − 1]
)1−γ
e−ρt > 0, причем максимальное
значение выражения ψ(u, u1, x, t) равно нулю. Аналогично предыду-
щему случаю показываем, что
V˜ (t, x) >
T∫
t
e−ρs[u1(s, ξt,x(s))]
γ ds,
причем значение V˜ (t, x) достигается при u = 1, u1 = xe
ρt
γ−1 [g(t)]
1
γ−1 .
Выпишем решение [6] уравнения (2.2) при оптимальных управлениях
u¯ = 1, u¯1(t, x) = xe
− 2ρt
1−γ
1
A¯
[
eA¯(T−t) − 1
]
.
На этих оптимальных управлениях уравнение (2.2) имеет вид:
dξ(t) = ξ(t)
[
µ− e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt
+ σξ(t)σ dW (t)−
∫
χ(ξ(t), α, β)ν˜ (dα, dt))
= ξ(t)
[
µ− e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt+ σξ(t) dW (t)
−
β∫
0
αξ(t)ν˜ (dα, dt)−
+∞∫
β
βξ(t)ν˜ (dα, dt)
= ξ(t)
[
µ− e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt+ ξ(t)σ dW (t)
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− ξ(t)
[ β∫
0
αυ˜(dα, dt) +
+∞∫
β
βν˜(α, dt)
]
= ξ(t)
[
µ− e
ρt
γ−1 g(t)
1
γ−1 − C(λ, β)
]
dt+ ξ(t)σ dW (t)
− ξ(t)
∫
χ(α, β)ν˜ (dα, dt). (2.19)
Применив обобщённую формулу Ито к функции ln ξ(t) из (2.19),
имеем
d ln ξ(t) =
[
µ− e
ρt
γ−1 g (t)
1
γ−1 − C(λ, β)
+ λ
β∫
0
(α+ ln(1− α))F (dα) + λ(β + ln(1− β)) [1− F (β)]−
σ2
2
]
dt
+ σdW (t) +
∫
[ln(1− χ(α, β))ξ(t)− ln ξ(t)]ν˜ (dα, dt).
Пусть
D2(µ, λ, β, σ) = µ− C(λ, β)
+ λ
β∫
0
(α+ ln(1− α))F (dα) + λ(β + ln(1− β)) [1− F (β)]−
σ2
2
,
тогда капитал компании описывается случайным процессом
ξ(t) = ξ0 exp
(
D2(µ, λ, β, σ) t−
t∫
0
e
ρτ
γ−1 g (τ)
1
γ−1 dτ
+ σW (t) +
∫
[ln(1− χ(α, β))]ν˜ (dα, t)
)
,
откуда следует, что капитал компании и в этом случае положителен,
то есть вопрос о вероятности разорения компании на промежутке
времени 0 6 t < T не имеет смысла. Аналогично (2.14) имеем
M {ξ(t)/ℑs0} = ξ (s) exp
{ t∫
s
(
µ− e
ρτ
γ−1 g (τ)
1
γ−1 − C(λ, β)
)
dτ
}
. (2.20)
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Убеждаемся в том, что
t∫
s
(
µ− e
ρτ
γ−1
[( 1
A¯
[
eA¯(T−τ) − 1
])1−γ] 1γ−1
e
− ρτ
γ−1 − C(λ, β)
)
dτ
=
t∫
s
(
µ−
( 1
A¯
[
eA¯(T−τ) − 1
])−1
− C(λ, β)
)
dτ
=
(
µ− C(λ, β) + A¯
)
(t− s) + ln
(
1− eA¯(T−t)
)
(
1− eA¯(T−s)
) . (2.21)
Из (2.20) и (2.21) следует, что показатель в экспоненте (2.21) при при-
ближении t → T стремится к минус бесконечности, то есть, начиная
с некоторого момента времени, капитал компании начинает обладать
супермартингальным свойством [9], а в силу неотрицательности ξ(t)
существует с вероятностью 1 предел: limt→T ξ(t) = 0, то есть к кон-
цу срока T капитал компании с вероятностью единица становится
равным нулю. Резюмируем полученные результаты.
Пусть
C(λ, β) = λ
β∫
0
(1− α)γF (dα) + λ(1− β)γ [1− F (β)]− λ,
A =
[ 1
2
(µ− r)2
σ2 (1− γ)
γ + rγ + C(λ, β)− ρ
] 1
1− γ
,
A¯ =
[ 1
2
σ2γ(γ − 1) + µγ + C(λ, β)− ρ
] 1
1− γ
.
Теорема 2.1. Если
(µ− r)
σ2 (1− γ)
< 1, A 6= 0,
то вкладывая долю
u¯ =
(µ− r)
σ2 (1− γ)
имеющегося капитала в акции, а остаток — на банковский счёт,
потребляя со скоростью
u¯1(t, x) = xe
− 2ρt
1−γ
( 1
A
[
eA(T−t) − 1
])−1
за весь период от нуля до T , будем иметь максимальное потребле-
ние, и оно будет равно величине
[ξ0]
γ
( 1
A
[
eAT − 1
])1−γ
;
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если
(µ− r)
σ2 (1− γ)
> 1, A 6= 0,
то вкладывая все средства в акции и потребляя со скоростью
u¯1(t, x) = xe
− 2ρt
1−γ
( 1
A¯
[
eA¯(T−t) − 1
])−1
за весь период от нуля до T , будем иметь максимальное потребле-
ние, и оно будет равно величине
[ξ0]
γ
( 1
A¯
[
eA¯T − 1
])1−γ
,
здесь ξ0 — начальный капитал компании.
3. Выводы
В рассмотренной работе не ставится традиционный при изучении
функционирования страховой компании вопрос о вероятности разоре-
ния, так как вероятность разорения в рассматриваемом случае равна
единице лишь в финальный момент времени, до этого момента вероя-
тность обращения капитала компании в нуль — нулевая. В предполо-
жениях потребления капитала решена задача оптимизации портфе-
ля активов и потребления таким образом, чтобы рассматриваемый
функционал качества принимал максимальное значение.
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